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АННОТАЦИЯ. Обосновывается необходимость обучения математическому языку в процессе обуче-
ния элементарной математике. В качестве средства обучения математическому языку предлагается 
эвристическая задача. Анализ психолого-педагогических работ показывает, что важное место в 
процессе поиска решения эвристических задач занимает переформулирование их текстов. Тексты 
задач предлагается преобразовывать с опорой на формализацию суждений с помощью языков ло-
гики высказываний, логики предикатов и изоморфизма интерпретаций. Даются примеры эвристи-
ческих задач элементарной математики, преобразование текстов которых выполнено с использова-
нием указанных средств математической логики. 
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ABSTRACT. The necessity of learning mathematical language in teaching elementary mathematics is 
proved. Heuristic task is proposed as a means of teaching mathematical language. Analysis of psychologi-
cal and educational works shows that an important place in the search for heuristic solutions of problems 
is a reformulation of the texts. It is proposed to reword the tasks with the stress on formality of the state-
ments by means of logic of the statements, logc of predicative elements and isomorphism of interpreta-
tions. The article provides examples of heuristic problems of elementary mathematics, their texts are trans-
formed according to the means of mathematic logic. 

едеральный образовательный 
стандарт общего образования вто-

рого поколения предполагает новый подход 
к организации процесса обучения в школе, 
содержанию обучения математике и к кри-
териям оценки конечных результатов обра-
зовательного процесса [6]. В частности, со-
держание математического образования 
применительно к основной школе пред-
ставлено в виде следующих содержатель-
ных разделов математики: арифметика; ал-
гебра; функции; вероятность и статистика; 
геометрия [4]. Наряду с этим в содержание 
основного общего образования включены 
два дополнительных методологических 
раздела: логика и множества; математика в 
историческом развитии. Включение ука-
занных разделов в школьный курс матема-
тики обосновано целью общеинтеллекту-
ального и общекультурного развития уча-
щихся. Содержание каждого из этих разде-
лов школьного курса математики развора-
чивается в содержательно-методическую 
линию, пронизывающую все основные раз-

делы содержания математического образо-
вания на основной и старшей ступени обу-
чения.  

Одной из новых содержательно-
методических линий является линия «Ло-
гика и множества», которая раскрывает 
цель овладения некоторыми элементами 
универсального математического языка. 
Исходя из этого в математическом образо-
вании, спроектированном в рамках Феде-
рального образовательного стандарта обще-
го образования второго поколения, на пер-
вое место выдвигается задача подготовки 
учителей математики к реализации новой 
содержательно-методической линии в 
школьном курсе математики. 

На математических факультетах педа-
гогических вузов математическая логика 
ведется в отрыве от математических дисци-
плин. В связи с этим у будущего учителя 
математики не в полной мере формируется 
целостное представление о математике как 
универсальном языке науки. Вследствие 
этого студент испытывает затруднения в 
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применении полученных знаний в данной 
предметной области. Однако язык логики 
используется во всех математических дис-
циплинах: математическом анализе, алгеб-
ре, теории чисел, числовых системах, гео-
метрии и др. 

Рассматривая резервы математической 
подготовки будущих учителей математики, 
обратим внимание на курс элементарной 
математики, который позволяет создать 
условия для понимания будущими учите-
лями математики значимости использова-
ния математического языка в будущей про-
фессиональной деятельности. Вместе с тем 
этот курс обладает особенностями, выгодно 
отличающими его от других математиче-
ских курсов. Во-первых, его логическая 
структура сходна со школьным курсом ма-
тематики; во-вторых, совпадающая терми-
нология трактуется шире и глубже, чем в 
школе, что позволяет формировать у сту-
дентов опыт использования языкового ап-
парата математики для преобразования 
информации. 

Известно, что математика располагает 
специальными средствами, позволяющими 
проверить правомерность преобразования, — 
это формализация суждений с помощью 
языка логики высказываний и языка логи-
ки предикатов и переход к другим языкам 
представления математической информа-
ции с помощью изоморфизма интерпрета-
ций. Результативность применения этих 
средств обеспечивается целенаправленным 
и систематическим их использованием в 
процессе обучения элементарной матема-
тике. 

Остановимся подробнее на каждом из 
них. Высказыванием в математике называет-
ся повествовательное предложение, о кото-
ром можно судить истинно оно или ложно. 
Над высказываниями определяют логические 
операции: отрицания, конъюнкции, дизъ-
юнкции, импликации и эквиваленции — по 
известным правилам, что рассмотрено, к 
примеру, в учебных пособиях для студентов 
педагогических вузов. Средства, предостав-
ляемые логикой высказываний, оказывают-
ся недостаточными для анализа некоторых 
математических рассуждений. Полезным 
может оказаться обращение к языку логики 
предикатов. Предложения с переменными, 
дающие высказывания в результате замены 
свободных переменных их допустимыми 
значениями, называют предикатами. Над 
предикатами определяют те же логические 
операции, что и над высказываниями по 
аналогичным правилам. Для них справед-
ливы аналогичные законы логики предика-
тов. Кроме того, для предикатов определе-
ны две специальные операции — связыва-
ния перенной кванторами общности и су-

ществования. Эти операции подчиняются 
своим законам: 

( )( ) ( )( ) x A x x A x¬ ∀ ↔ ∃ ¬ ; 

( )( ) ( )( ) x A x x A x¬ ∃ ↔ ∀ ¬ ; 

( ) ( )( )( ) x A x x A x∀ ↔ ¬ ∃ ¬ ; 

( ) ( )( )( ) x A x x A x∃ ↔ ¬ ∀ ¬ ; 

( ) ( ) ( ) ( )( )      x A x x B x x A x B x∃ ∨ ∃ ↔ ∃ ∨ ; 

( ) ( ) ( ) ( )( )      x A x x B x x A x B x∀ ∧ ∀ ↔ ∀ ∧ . 
Под изоморфизмом двух алгебраиче-

ских структур в математике понимается су-
ществование между их основными множе-
ствами биективного отображения, сохра-
няющего операции и отношения, опреде-
ленные в структурах [2; 3]. Текст математи-
ческой задачи может быть интерпретирован 
в рамках различных математических тео-
рий, например теории решения уравнений 
(неравенств) или теории векторной алгеб-
ры. Обозначим T1 теорию, на языке которой 
задача представлена до изменения ее тек-
ста, а T2 — теорию, на языке которой задача 
представлена после изменения ее текста. 
Под изоморфизмом интерпретаций будем 
понимать существование биективного ото-
бражения между областями, на которых 
построены соответственно T1 и T2, причем 
это отображение должно сохранить пред-
метную постоянную, выполнимость преди-
катов и операций над ними. 

Проверка преобразованной информа-
ции с помощью формализации помогает 
студенту в процессе обучения элементарной 
математике грамотно осуществить контроль 
учебно-познавательной деятельности, кор-
рекцию деятельности по решению матема-
тической задачи: принятия цели, построе-
ния модели значимых условий, составления 
программы исполнительских действий. 

В качестве средства обучения языково-
му аппарату математики предлагаем рас-
сматривать эвристические задачи. Под эв-
ристической задачей понимается задача, 
поиск решения которой направлен на «от-
крытие» метода решения и самостоятель-
ное овладение новыми способами матема-
тической деятельности и математическим 
языком. Решение эвристических задач 
предполагает преобразование представлен-
ной информации (разбиение на подзадачи, 
введение в условие вспомогательных эле-
ментов, изменение языка представления 
математической информации с помощью 
языков логики высказываний и логики 
предикатов или изоморфизма интерпрета-
ций), выбор средств, удобных для их реше-
ния. 

Вопросам применения эвристических 
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задач в процессе обучения математике по-
священы работы Г. Д. Балка, Б. В. Гнеденко,  
Г. В. Дорофеева, Н. И. Зильберберга, Ю. М. Ко-
лягина, Ю. М. Кулюткина, Т. Н. Мираковой, 
Ю. А. Паланта, Д. Пойа, Г. И. Саранцева,  
Е. И. Скафа, Л. М. Фридмана, Р. Г. Хазанки-
на, С. И. Шапиро, П. М. Эрдниева и др. При 
этом до сих пор возможности эвристиче-
ских математических задач как средства 
обучения математическому языку недоста-
точно изучены. 

Под эвристической задачей Е. И. Скафа 
[5] понимает такую, которая предполагает 
самостоятельное формулирование способа 
ее решения, в процессе которого ученик по-
падает в ситуацию проявления своих эври-
стических позиций. Разработанные автором 
системы эвристических математических 
задач приводят к созданию учащимися 
личного опыта в процессе обучения мате-
матике, приобретению приемов учебно-
познавательной эвристической деятельно-
сти, что способствует формированию само-
организации личности. 

С. С. Бакулевская [1] рассматривает эв-
ристическую задачу как ситуацию станов-
ления интеллектуально-творческой дея-
тельности старшеклассника. Эвристическая 
задача трактуется как ситуация проявления 
эвристических позиций старшеклассника в 
учебном процессе. Становление интеллек-
туально-творческой деятельности старше-
классника сводится к выработке учащимися 
собственного опыта развития познаватель-
ной деятельности в процессе проживания 
специально созданных учебных ситуаций. 

Необходимым условием овладения 
умением находить решения эвристических 
задач Л. М. Фридман и Е. Н. Турецкий счи-
тают глубокий и постоянный самоанализ 
действий по решению задачи и тренировку 
в решении разнообразных задач. При поис-
ке решения они рекомендуют «действовать 
в следующих направлениях: а) вычленять 
из задачи или разбивать ее на подзадачи 
стандартного вида (способ разбиения); б) 
ввести в условие вспомогательные элемен-
ты: вспомогательные параметры, вспомога-
тельные построения (способ вспомогатель-
ных элементов); в) переформулировать ее, 
заменить равносильной задачей (способ 
моделирования)» [7. С. 78]. Процесс обуче-
ния всегда сопряжен с поиском, выбором, 
извлечением и интерпретацией информа-
ции, повышением ее уровня и структуриро-
ванием. К примеру, в процессе решения эв-
ристической задачи студент должен преоб-
разовать представленную информацию, а 
затем подобрать средства, удобные для ее 
решения, обратиться к различным языкам 
представления математической информа-
ции. Работа с эвристическими задачами 

осуществляется в процессе обучения эле-
ментарной математике, которая позволяет 
одновременно представлять информацию 
на языках уравнений, неравенств, функций, 
графических образов, естественном языке. 
Преобразование информации может проис-
ходить как в рамках одного языка, так и как 
переход к другому. В результате возникает 
новая задача, которая должна быть равно-
сильной исходной. 

Проиллюстрируем сказанное на кон-
кретном примере. 

Задача. Используя язык логики выска-
зываний, найдите ошибки в «решении» 
уравнения  

( )4 21 2 0x x x− + = . 

Решение 

( )4 21 2 0x x x− + = ; 
2 21 2 0x x x− + = ;                        (1) 

( )2 1 2 0x x − + = ;           (2) 

2 0x = ;                          (3) 

0x = .                          (4)  

Ответ: 0x = . 
Примерный вариант решения. Подста-

вим найденный корень 0 в исходное урав-
нение и в каждое из уравнений цепочки, 
после этого определим истинностное зна-
чение каждого из высказываний: 

( )4 20 0 1 2 0 0− + ⋅ =  истина 

2 20 0 1 2 0 0− + ⋅ = ; (1) ложь, так как не 

существует число 0 1−  

( )20 0 1 2 0− + = ; (2) ложь, так как не суще-

ствует число 0 1−  
20 0= ; (3) истина 

0 0= . (4) истина. 
Смена истинностного значения выска-

зывания говорит о прохождении на соот-
ветствующем этапе решения ошибки. Та-
ким образом, первая ошибка допущена на 

первом шаге при вынесении множителя 2x  
из-под корня, вторая — при делении на по-

ложительное 1 2x − + . Ошибки найдены. 

С целью обучения решению задач, тре-
бующих перевода текста задачи с языка 
функций или естественного языка на язык 
уравнений или неравенств, целесообразно 
применять язык логики предикатов. При-
ведем пример одной из таких задач. 

Задача. При каких значениях парамет-
ра a  нули функции  

( ) ( )2 2 2 2 5f x x a x a= + − + −  

расположены между числами 2−  и 4? 
Запишите на языке логики предикатов 
текст задачи. Прочитайте и запишите но-
вую формулировку задачи. Составьте план 
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решения и решите полученную задачу. 
Решение может быть таким. В условии 

задачи говорится, что как только значение 
переменной x  обращает в нуль функцию, то 
оно обязательно находится между числами 

2−  и 4. Имеем дело с логическим следстви-
ем. Пусть A  — искомое множество значений 
параметра. Запись текста задачи на языке 
предикатов будет: 

( )( )   0  2 4
a A

a x f x x
∈

∀ ∀ = ⇒ − < < , или 

( )( )2   2 2 2 5 0  2 4
a A

a x x a x a x
∈

∀ ∀ + − + − = ⇒ − < < . 

Прочитаем: «При всех значениях пара-
метра a  каждый корень уравнения 

( )2 2 2 2 5 0x a x a+ − + − =  находится в ин-

тервале ( )2;  4− ». 

Для решения задачи надо рассмотреть 
два случая: посылка импликации истинна 
(уравнение имеет корни) и посылка импли-
кации ложна (уравнение не имеет корней). 
В первом случае заключение должно быть 
истинно, во втором — истинностное значе-
ние заключения не играет роли. Рассмот-
рим первый случай. Найдем корни уравне-
ния в зависимости от параметра и потребу-
ем, чтобы каждый из них попадал в интер-
вал ( )2;  4− . Воспользуемся теоремой Виета:  

1 2

1 2

2 4

2 5

x x a

x x a

+ = − +
 ⋅ = −

. 

Можно заметить, что это числа 2 5a− +  
и 1− . Второй корень не зависит от а и нахо-
дится в интервале ( )2;  4− . Осталось решить 

неравенство  

2 2 5 4a− < − + < . 
Решаем:  

2 5 2 4 5a− − < − < − ; 

7 2 1a− < − < − ; 

1 7

2 2
a< < . 

Разобранный случай показывает, что 
уравнение всегда имеет корни, т. е. вариант 
ложной посылки исключен. 

Ответ: ( )0,5;  3,5a ∈ . 

Преобразования текстов задач, приво-
дящие к другому языку представления ма-
тематической информации не всегда удобно 
осуществлять с помощью языков логики 
высказываний или логики предикатов. В 
некоторых случаях эффективной оказыва-
ется реализация идеи изоморфизма. В про-
цессе обучения элементарной математике 
целесообразно применять изоморфизм ин-
терпретаций для обучения студентов реше-
нию задач, требующих перевода текста за-
дачи с языка уравнений (неравенств) на 
язык векторов или на язык графических 
образов. Приведем примеры такой задачи. 

Задача с использованием изоморфизма 

интерпретаций для перевода текста за-
дачи с языка чисел на язык векторов. 
«Среди всех решений системы 

2 2

2 2

4

9

6

x y

t z

xt yz

 + =
 + =
 + ≥

 

найдите такие, при каждом из которых вы-

ражение x z+  принимает наибольшее 
значение. Подберите подходящий изомор-
физм и переведите задачу на язык векторов. 
Решите полученную задачу». Решение мо-
жет быть таким. 

Если уравнение содержит две перемен-
ные, то множество его решений можно вос-
принимать как множество упорядоченных 

пар. Рассмотрим множество 2R  и зададим 
на нем две функции: f  и g  так: 

2: R Rf →   

по закону ( ) 2 2;    fa b a b→ + , 

2 2: R R Rg × →  по закону  

( ) ( )( );  ;  ;    ga b c d ac bd→ + . 

Функцию f  можно рассматривать как 

трехместный предикат 

( ) { }2 2,  ,  F x y z z x y= = + , а функцию g  как 

пятиместный предикат 

( ) { },  ,  ,  ,  G p q r s t t pq rs= = + . 

Обозначим 2V  множество векторов 

плоскости (вектор понимаем как класс со-
направленных и имеющих одинаковые 
длины отрезков). В этом пространстве вве-
дем систему координат Oxy  с ортонорми-

рованным базисом { },  i j
r r

, тогда скалярное 

произведение двух векторов будет вычис-
ляться как сумма произведений одноимен-
ных координат, а квадрат длины вектора 
будет равен сумме квадратов его координат. 

Введем предикаты { }2 22

x yF n n n′ = = +
r

 и 

{ }x x y yG n m n m n m′ = ⋅ = ⋅ + ⋅
r ur

. 

Зададим отображение h  множества 2R  

во множество 
2V , сопоставив каждой паре 

( );  a b  вектор n
r

, имеющий в базисе { },  i j
r r  

координаты ( );  a b . Получим биекцию. При 

этом отображении предикат F  будет вы-
полним тогда и только тогда, когда выпол-
ним предикат F ′ , а предикат G  выполним 
тогда и только тогда, когда выполним пре-

дикат G′ . Другими словами, h  — изомор-
физм. 

Вводим векторы ( );  m x y
ur

 и ( );  n t z
r

. 
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Первое уравнение превращается в равенст-

во 
2

4m =
ur

, или 2m =
ur

, второе уравнение — 

в равенство 3n =
r

, неравенство — в нера-

венство 6m n⋅ ≥
ur r

. Требование задачи оста-
ется тем же. 

Эта интерпретация позволяет послед-
нее неравенство превратить в уравнение. 
Действительно, 

^

cos ;  1 2 3 6m n m n m n m n ⋅ = ⋅ ⋅ ≤ ⋅ ⋅ = ⋅ = 
 

ur r ur r ur r ur r
. 

Имеем, с одной стороны, 6m n⋅ ≥
ur r

, а с дру-

гой — 6m n⋅ ≤
ur r

. Значит, 6m n⋅ =
ur r

 и 

m n m n⋅ = ⋅
ur r ur r

. Последнее возможно только, 

если угол между векторами равен нулю, т. е. 

векторы m
ur

 и n
r

 сонаправлены: найдется 

положительное k  такое, что m kn=
ur r

. Пере-
ходя к длинам в последнем равенстве, по-

лучим m k n=
ur r

, откуда 2

3

m
k

n
= =

ur

r
. Перехо-

дим в равенстве 2

3
m n=
ur r  к координатам: 

2

3
x t= , 2

3
y z= . Составляем требуемую сумму 

2

3
x z t z+ = + . Введем вспомогательный век-

тор 2
; 1

3
s 
 
 

r . Последнее равенство можно 

записать так x z s n+ = ⋅
r r

. Так как 
^

cos ;  s n s n s n ⋅ = ⋅ ⋅  
 

r r r r r r , то наибольшее значе-

ние суммы будет при ^

cos ;  1s n  = 
 

r r , т. е. век-

торы s
r

 и n
r

 сонаправлены. Итак, найдется 

положительное число q такое, что n qs=
r r

, 

откуда 

2

3 9

132
1

3

n
q

s
= = =

  + 
 

r

r

. Значит, 

9

13
n s=
r r

, и, переходя к координатам, по-

лучаем 9 2

313
t = ⋅ , 6

13
t = , 

9
1

13
z = ⋅ , 

9

13
z = . Учитывая 2

3
x t=  и 2

3
y z= , находим 

2 6

3 13
x = ⋅ , 4

13
x = , 2 9

3 13
y = ⋅ , 

6

13
y = . 

Ответ: 4

13
x = , 6

13
y = , 6

13
t = , 

9

13
z = . 

Как показал анализ, в процесс обучения 
студентов педвуза элементарной математи-
ке целесообразно включать эвристические 
задачи, которые предполагают преобразо-
вания математического текста с использо-
ванием возможностей математической ло-
гики. Это позволит будущему учителю ма-
тематики обогатить опыт анализа матема-
тической информации, расширить пред-
ставления о применении математического 
языка и целенаправленно реализовать со-
держательно-методическую логическую 
линию школьного курса математики в бу-
дущей профессиональной деятельности. 
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